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基于列车先验信息的RIS-MIMO系统鲁棒波束成形算法
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摘 要：针对高移动性场景中完美信道状态信息（CSI）难以获取导致的智能超表面多输入多输出（RIS-MIMO）

系统主被动波束成形算法性能恶化的问题，构建了RIS辅助的高铁毫米波MIMO中继通信模型。首先，在列车

位置信息不完全的情况下，估计并推导了RIS-车载移动中继（MRN）之间视线战略（LOS）路径角度估计误差

的统计特性；其次，对毫米波MIMO系统的中断性能进行了研究，给出了以信道容量作为中断判决的中断概率

表达式；最后，将优化问题建模为5G基站（gNB）发射功率约束的中断概率最小化问题，提出了一种基于黎曼

共轭梯度下降的复圆流形优化算法并求解该问题。仿真结果表明，与现有算法和传统的无RIS系统以及RIS随机

相位调节下的高铁通信系统相比，所提算法具有更快的收敛速度和更高的系统鲁棒性。
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Abstract: In response to the difficulty in obtaining perfect channel state information (CSI) in high mobility scenarios 

leaded to the deterioration of the performance of reconfigurable intelligent surface multiple-input multiple-output (RIS-

MIMO) system’s active and passive beamforming algorithms issue, a communication model for millimeter-wave MIMO 

relay in high-speed railways assisted by RIS was constructed. Firstly, with incomplete train position information, the sta‐

tistical characteristics of the line of sight (LOS) angle estimation error between RIS and mobile relay node (MRN) were 

estimated and derived. Secondly, the outage performance of the millimeter-wave MIMO system was studied, and an ex‐

pression of outage probability based on channel capacity was given. Finally, the optimization problem was modelled as a 

minimum outage probability problem constrained by base station transmit power. To solve this problem, a complex circle 

manifold optimization algorithm based on accelerated riemann conjugate gradient was proposed. Simulation results show 

that the proposed algorithm has faster convergence speed and higher system robustness by comparing it with the existing 

algorithms and the traditional without RIS system, as well as the high-speed railway (HSR) communication system under 

RIS random phase adjustment.
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0　引言

智能化是铁路发展的必然方向，是铁路现代化

的标志。随着人工智能[1]、大数据[2]、物联网[3]以

及可编程电磁超材料[4]等技术的发展，高铁场景融

入了更多数字化、信息化和智能化的技术，可极大

地提升列车系统的可靠性和工作效率。智能超表面

（RIS, reconfigurable intelligent surface）技术作为备

受瞩目的 6G技术之一，具有低成本、低功耗、易

部署以及无源等优势[4]。将RIS技术与毫米波大规

模多输入多输出（MIMO, multiple input multiple 

output）、波束成形等第五代铁路（5G-R, 5G-

railway）通信系统的关键技术相结合，实现基站的

覆盖增强，有利于推动全球铁路行业现代化水平的

提高[5-6]。然而，高频段的毫米波需要抵消更高的

路径损耗，加之场景的复杂性和列车的高移动性带

来的多普勒频移和频繁切换，使网络性能受到了很

大影响。更重要的是，毫米波传播范围较小，大量

的基站部署需求会产生更高的建设成本。因此，从

通信的角度提升高铁系统性能是亟待解决的关键

问题。

RIS是由多个无源反射元件排列组成的人工可

编程电磁表面，在智能控制器的辅助下，每个元件

都能独立地反射相移可调的入射电磁波，从而使能

智能无线环境。由于其具有低功耗的优势，RIS可

以轻易部署于轨道旁、列车车窗以及移动的火车

上[7]，这些特性为未来智慧铁路和智能交通通信系

统的设计提供了新的解决方案。

为了充分发挥RIS定向波束的优势，信道状态

信息（CSI, channel state information）的获取成为

设计主被动波束成形的关键。目前的研究主要集中

在假设完美CSI的RIS设计[8-9]，但由于其受RIS结

构的特殊性和高铁列车速度的影响，完美 CSI 始

终难以获取。为了便于设计 5G 基站（gNB, next-

generation NodeB）和 RIS 的相关参数，已经有很

多学者致力于研究RIS辅助的无线通信系统信道估

计问题[10-11]。然而，受限于功率、频率和时间的有

限信道训练，估计误差和频繁的估计开销不可

忽视[12]。

RIS技术在蜂窝场景下的无线通信应用研究已

经取得了很大进展，在阻塞网络中，利用安装在无

人机上的RIS协助边缘用户进行任务卸载[13]；在异

构设备到设备通信的场景中，抑制严重的链路干

扰，最大化系统和速率[14]；在公路蜂窝网络中，

为信号断开区域的车载设备提供通信服务[15]；在

存在恶意窃听者的无线网络中，利用RIS将保密信

息传输到合法目的地，从而提高网络物理层的安全

性[16]；在MIMO系统中，利用统计CSI设计主被动

波束成形实现最大化遍历频谱效率[17]；在一个基

于部分CSI的多小区上行链路中，利用深度强化学

习研究速率的最大化问题[18]；在一个多输入单输

出（MISO, multiple input single output）系统中，为

单天线用户提供可靠的通信服务并研究高信噪比下

的渐近中断概率[19]等。但由于列车的高速移动以

及复杂的运行场景和频繁切换，目前关于高铁场景

中RIS技术应用系统的研究与探讨还较少[20]。Gao

等[21]针对高速列车通信中因信号遮挡引起的频谱

效率低和中断概率高的问题，提出了RIS辅助的高

铁通信系统。首先，利用统计CSI对MIMO系统的

中断性能进行了研究，并得到了中断概率的闭合表

达式；其次，以基站发射功率为约束，联合设计了

基站波束和RIS相移，解决了中断概率的最小化问

题。Faragallah等[22]针对高速移动条件下RIS辅助

的通信系统，提出了一种基于位置的最优波束选择

算法，不仅可以提高基站内可以传输的数据总量，

还可以显著提升远距离越区切换的成功率。Ma

等[23]提出了一种利用RIS技术抑制铁路无线通信系

统中服务质量（QoS, quality of service）受外界严

重干扰的方法。以信噪比为QoS指标建立最大化问

题，并给出了2种优化算法下的最优解和2种低复杂

度的次优方案。Chen等[24]在高铁毫米波通信系统

中，采用RIS技术改善了发射传输链路随机阻塞和

频谱短缺的问题。利用统计CSI建立了平均遍历容

量的最大化问题，并得到了其上界。仿真结果表明，

该方案在吞吐量和遍历容量方面均优于基准算法。

上述研究中存在的问题主要有：1) 高移动性

场景下完美CSI或统计CSI的假设条件过于理想，

无法真实地反映列车的实际运行场景[21,23-24]；2) 未

能考虑列车定位误差引起的先验信息偏差对RIS波

束成形的影响[21-22,25]；3) 大多数研究集中在假设理

想条件下RIS辅助的单输入单输出（SISO, single in‐

put single output）和多输入单输出系统性能的分

析[9-12,17,19,25]。因此，本文提出了一种基于列车先

验信息的RIS-MIMO系统鲁棒波束成形算法，为高

铁无线通信系统寻求更好的性能。本文主要贡献总
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结如下。

1) 首先构建了高铁通信场景中双RIS辅助的毫

米波MIMO中继通信模型。其中，2个RIS对称部

署于基站两侧，辅助 gNB与安装在列车顶部的车

载移动中继（MRN, mobile relay node）进行通信。

然后，分析了gNB、RIS和MRN之间级联信道的特

点，并给出了基于角度信息的各级联信道表达式。

2) 研究了考虑列车位置偏差条件下的角度信

息获取。基于有界球面误差模型估计列车定位误差

引起的视线线路（LOS, line of sight）路径角度偏

移，并对定位估计误差的统计特性进行了表征，得

到的结果为研究列车定位精度、RIS-MRN间的距

离、RIS单元数目、gNB发射功率等关键算法参数

提供了理论依据。

3) 根据建立的信道模型和列车位置信息，给

出了高铁通信场景RIS辅助的毫米波MIMO系统中

以信道容量作为判决的中断概率表达式。然后，以

中断概率作为系统的鲁棒性指标，建立满足 gNB

发射功率约束的中断概率最小化问题。通过奇异值

分解（SVD, singular value decomposition）、交替优

化以及注水功率分配策略将该非凸问题解耦并转化

为具有单位模约束的更易于处理的求解形式。最

后，提出了一种低复杂度的流形优化算法，解决

RIS被动波束相移的优化设计问题。

4) 仿真结果表明，本文所提算法对比其他RIS

波束成形优化算法具有更快的收敛速度和更低的复

杂度。此外，与RIS随机相位和无RIS辅助的系统

相比，本文所提算法极大提升了高铁通信场景中

RIS-MIMO系统的鲁棒性。仿真实验还评估了关键

算法参数对系统中断性能的影响。

1　系统模型

1.1　RIS辅助的高铁毫米波MIMO中继通信模型

RIS辅助的高铁毫米波MIMO中继通信模型如

图 1所示，本文考虑一种RIS辅助的单小区MIMO

下行链路场景[21]。假设 RIS 工作在远场区域且

gNB-MRN链路的LOS路径被阻塞，基站通过低容

量的硬件链路与RIS进行信息交换，RIS通过安装

在列车顶部的MRN以及车厢内侧的分布式光纤与

车内用户进行通信，以避免造成多普勒频移和穿透

损失[22]。列车位置信息由车载全球导航卫星系统

（GNSS, global navigation satellite system） 提供。

RIS配备有控制器，该控制器协调其在 2种工作模

式之间的切换，即用于信道估计的接收模式和用于

数据传输的反射模式[10]。gNB和MRN都采用均匀

平面阵列（UPA, uniform planar array）结构，RIS

对称部署于基站两侧，在LOS路径损失严重的情

况下，辅助基站进行信号反射，以提高通信效率。

gNB覆盖半径为R且配备有Mg×Ng个天线单元，通

过RIS向MRN发送NS个数据流；RIS装有MR×NR 个

反射元件，每个反射元件都可诱导信号的幅度和相位

发生一定的变化，并协同调节信号传播；MRN配

备MM×NM个天线单元，同一时间基站只能选择一个

RIS与MRN通信，RIS的选择由列车位置决定。

假设列车从基站覆盖区中心（图 1中点O）移

动到覆盖边缘（图 1中点Q）总共经历NT个时隙，

在此期间，基站只选择距离列车较近的 RISb 与

MRN 通信。令 sM ∈ CNS × 1 表示某一时隙 t∈{1,… ,

NT} MRN传输的数据符号且 sM~CN (0,INS )，F (t ) ∈
CMg Ng × NS 表示时隙 t 中 gNB 的波束成形矩阵 ，

HgR ( t ) ∈ CMR NR × Mg Ng 和 HRM ( t ) ∈ CMR NR × MM NM 分别

表示时隙 t对应的列车位置处gNB-RIS和RIS-MRN

之间的信道。将 RIS 的反射系数矩阵定义为Θ =

βm,ndiag (v∗ )，其中，v = [ e
jθm,n ]H ∈ CMR NR × 1表示RIS

单 元 的 相 移 矩 阵 ， m = 1, ⋯, MR, n = 1, ⋯, NR，

βm,n、θm,n分别对应RIS第m行第 n列（下文均用(m,

n)表示）单元的反射系数和相移，且 θm,n∈[0,2π)，

βm,n∈[0,1]。考虑到毫米波传播过程中的高路径损

耗，本文忽略了由RIS反射 2次或更多次的信号，

因此，MRN接收到来自RIS的信号表示为[6]

yM ( t ) =
PT

NS          H H
RM ( t )ΘHgR ( t )

h

F ( t ) sM + NM ( t ) (1)

其中，PT 为基站最大发射功率，h 为 gNB-RIS-

MRN的等效信道， F
2

F
= NS，NM~CN (0,σ2 IM )为

图1　RIS辅助的高铁毫米波MIMO中继通信模型
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加性白高斯噪声，噪声功率为σ2。为了最大限度地

利用MIMO空间复用增益，假设NS=rank(h)。

为了方便表述，后文均省略了时隙 t，但各优

化目标仍与每个时隙 t中基于列车位置信息的信道

相关联。

1.2　信道模型

高铁场景中基站和RIS位置相对固定，且RIS

通常部署在基站的LOS路径上，因此，将gNB-RIS

信道建模为[9]

HgR =

∑
j = 1

M

αj aH(φgR_A, θgR_A, MR, NR )a (φgR_D, θgR_D, Mg, Ng )
(2)

其中，M为gNB-RIS之间的信号路径总数，αj为复

信道增益，φgR_A和 θgR_A分别为信号从 gNB-RIS 的

到达方位角和俯仰角，φgR_D和 θgR_D分别为信号从

gNB-RIS的离开方位角和俯仰角。

将RIS-MRN之间的反射信道建模为

HRM =

∑
i = 1

N

βi aH(φRM_A,θRM_A,MR,NR )a (φRM_D,θRM_D,MM,NM )
(3)

其中，N为RIS-MRN之间的信号路径总数，βi为复

信道增益，φRM_A和 θRM_A分别为信号从RIS-MRN的

到达方位角和俯仰角，φRM_D和 θRM_D分别为信号从

RIS-MRN的离开方位角和俯仰角。

对于具有M×N个单元的UPA，与接收器和发

射器相关的归一化阵列响应向量a(φ, θ, M, N)为

a (φ, θ, M, N ) = reshape[ AH(φ, θ, M, N ) ] (4)

其中，reshape(·)表示矩阵的行向量化。

A(φ, θ, M, N ) = ejη ( )φ,θ,m,n , m = 1,⋯,M,n = 1,⋯, N (5)

η (φ,θ,m,n) = 2π
d
λ

sin θ [ (m - 1)cos φ + (n - 1)sin φ]
(6)

其中，d 为两相邻天线间的距离，λ为载波波长，

通常假设d=
λ
2

[26]。

2　基于列车位置的角度信息获取

基于列车位置的角度估计模型如图2所示，根

据高铁轨道曲线以及GNSS设备提供的MRN位置

信息来获取 RIS-MRN 之间 LOS 路径的角度信息。

建立高铁场景笛卡儿坐标系，设基站坐标、RIS坐标

和MRN坐标分别为(xg, yg, zg)、(xR, yR, zR)和(xM, yM, zM)。

假设一个时隙内的轨道曲线方程为直线，列车

运行在笛卡儿坐标系的 x轴上。将gNB-RIS之间信

号沿 x 轴的有效离开角（AOD, angle of departure）

表示为[26]

φx - gR_D = -
2πdgNB

λ
cos θx - gR sin φx - gR (7)

其中，dgNB为基站内相邻天线间的距离，gNB发射

信号沿 x 轴的俯仰角 θx - gR 和方位角 φx - gR 分别表

示为

θx - gR = arcsin ( zg - zR

DgR ) (8)

φx - gR = arcsin ( || xg - xR

DgR cos θx - gR ) (9)

其中，DgR表示基站顶端到 RIS 中心的直线距离，

如式(10)所示。

DgR = ( )xg - xR

2

+ ( )yg - yR

2

+ ( )zg - zR

2

(10)

当利用车载GNSS提供的MRN位置信息获取

LOS路径的角度信息时，系统噪声和传输时延可能

会引起不容忽视的MRN定位误差，造成定位模糊，

导致角度信息误差增大，从而引起在切换过程甚至

整个基站覆盖区内的长期通信中断[27]。因此，本

节将RIS-MRN之间信号的有效AOD进一步表示为

φ̂x - RM_D = -
2πdRIS

λ
cos θx - RM sin φ̂x - RM (11)

其中，信号沿x轴的俯仰角θx - RM可由式(8)以相同的

形式给出，基于估计位置的方位角 φ̂x - RM可表示为

φ̂x - RM = arcsin ( || xR - x̂M

D̂RM cos θx - RM ) (12)

其中，x̂M = xM + ΔxM为GNSS提供的MRN估计位

置，D̂RM为RIS到MRN之间的估计距离，如式(13)

所示。

D̂RM = ( )xR - x̂M

2
+ ( )yR - yM

2
+ ( )zR - zM

2
 (13)

列车定位误差引起的角度误差如图3所示，采

图2　基于列车位置的角度估计模型

··32



第 5 期 张泽鹏等：基于列车先验信息的RIS-MIMO系统鲁棒波束成形算法

用有界球面误差模型[25]描述GNSS提供的MRN估

计位置与其真实位置之间的估计误差。由于列车经

过基站覆盖区时，只有 xM是变化的，因此沿 y轴和

z轴的误差可忽略不计，即误差仅存在于 x轴方向，

则RIS-MRN的有效AOD可进一步被分解为

φ̂x - RM_D = φx - RM_D + ζx - RM_D (14)

其中，ζx - RM_D 为MRN定位误差引起的角度偏移，

如式(15)所示。

ζx - RM_D =
( )φ̂2

x - RM_D - π ΔxM

D̂RM

(15)

其中，ΔxM 表示 MRN 的定位误差。证明过程见

附录1。

角度估计误差 ζx - RM_D具有如下分布

fζx - RM_D
( x) =

1

|| K ( )r1 - r2

,

-K (r1 - r2 ) ≤ x < K (r1 - r2 ) (16)

其中，K =
φ̂2

x - RM_D - π

D̂RM

。

令 r=r1 - r2表示有界球面误差区间长度（定位

误差区间），则角度估计误差的均值和方差分别为

μx - RM_D = Ε{ζx - RM_D} = 0 (17)

σ 2
x - RM_D = Ε{ζ 2

x - RM_D} =
2 ( )φ̂2

x - RM_D - π
2

3D̂2
RM

r2  (18)

证明过程见附录2。

式 (18)表明，MRN 的位置偏差以及 RIS 与

MRN之间的距离对角度估计精度有很大的影响。

具体地，角度估计误差的方差与有界球面误差区间

长度 r 成正比，与 RIS-MRN 之间的距离 DRM成反

比。这意味着增加DRM和降低 r均可补偿MRN位置

偏差带来的角度估计误差。此外，路径损耗、列车

穿透损耗和多普勒频移等也会严重影响车内用户的

接收信号功率 （RSRP, reference signal receiving 

power），这些影响因素又与基站覆盖半径、基站高

度、信号入射角、下倾角等参数有关，因此，5G-

R场景中的基站部署难度极大。在 5G高铁网络新

架构及其优化部署方案中，将站轨距Dmin、基站覆

盖半径R、基站高度 zR和信号入射角 γ之间的关系

表示为[28]

Dmin = R2 - z 2
R sin γ , 10° < γ < 90° (19)

同时，式(19)也为本文的仿真参数设置提供了

参考依据。

3　优化问题建模与求解

本节提出以列车运行过程中的通信中断概率作

为系统性能的度量指标，假设基站无法获取 gNB-

MRN之间的完美CSI，并设计有源波束成形。以

最小化中断概率为目标，首先提出了基于奇异值分

解和交替优化策略的注水功率分配算法，将中断概

率最小化问题重新表述为更易于处理的形式。在此

基础上，提出了一种基于黎曼共轭梯度下降的复圆

流形优化算法求解该优化问题。

3.1　问题表述

根据信息论的相关知识，已知CSI的MIMO系

统信道容量可表示为

C ( F,v ) = lb det ( IM +
PT

NSσ
2

hFF HhH ) (20)

其中，IM为单位矩阵，h为考虑位置误差引起的角

度信息偏差后的等效信道。

定义中断概率为当前信道容量低于预设阈值Rth

的概率，则由信道容量较低产生中断的概率表示为

Pout = Pr (C < Rth ) =

             Pr
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
lb det ( IM +

PT

NSσ
2

hFF HhH ) < Rth

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
  (21)

考虑gNB最大发射功率和RIS反射单元的单位

模约束，将高铁场景中的RIS-MIMO系统中断概率

最小化问题建模为

Ρ1: min
F,v

    Pout

       s.t.      F
2

= NS

                 Θ = βm,ndiag (v∗ )
                  | v (i ) | = 1,∀n ∈ {1,⋯,MR NR} (22)

其中，||·||表示欧几里得范数算子，v(i)表示v的第 i个

图3　列车定位误差引起的角度误差
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元素。

由式(22)可知，基站发射波束F与相移 v互相

耦合，关于 v的目标函数非凸且存在等式约束，因

此，该问题难以求解。

3.2　中断概率分析

令H=hF，则H的SVD可以表示为

H = UΣ V H (23)

其中，U ∈ CMM NM × NS 且 UHU=INS
，V ∈ CMg Ng × NS 且

VHV=INS
，Σ ∈ CNS × NS 是一个严格的正对角矩阵，

对角线元素是矩阵H的奇异值，记为 ζ1, ζ2,…, ζNS
，

在实际中，假设 ζ1≥ζ2≥…≥ ζNS

[29]。

利用 SVD 性质 HHH=UΣΣHUH=QΛQH 以及恒

等式 det(Im+AB)= det(In+BA)，RIS-MIMO系统的信

道容量可以表示为

C (F,v ) = lb det ( IM +
PT

NSσ
2

QΛQH ) =

lb det ( IM +
PT

NSσ
2
Λ) (24)

其中，Q=U且QHQ=INS
，Λ ∈ CNS × NS是对角阵，对

角元素 ζi= λi
2，其中， i=1, 2,… , NS， A ∈ Cm × n、

B ∈ Cn × m。

由于高铁业务存在优先级，各资源块的发射功

率不是平均分配的，本节采用注水功率分配算法获

得各数据流的发射功率 pi。因此，式(24)可进一步

写为

C ( pi,v ) =∑
i = 1

NS

lb ( )1 +
PT pi

NSσ
2
λ2

i (25)

综上所述，优化问题P1等价于

Ρ2: min
pi,v

   Pr
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

i = 1

NS

lb (1 +
PT pi λi

2

NSσ
2 ) < Rth

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

         s.t.    ∑
i = 1

NS

pi = NS

                  Θ = βm,ndiag (v∗ )
                   | v (i ) | = 1,∀n ∈ {1,⋯,MR NR} (26)

其中，λi表示第 i个信道的信道增益，取值依赖于v。

从式(26)中可看出，利用SVD和注水功率分配

算法后，可将RIS-MIMO信道分解为NS个并行的单

输入单输出虚拟信道。针对问题P2，本文利用交替

优化策略，将问题分解为分别求解信道增益 λi和数

据流功率 pi的 2个子问题。首先，假设信道增益 λi

固定不变，则问题P2可理解为信道容量关于pi的最

大化问题且约束为等式约束。根据拉格朗日乘子

法有

Z (  λi,pi ) =∑
i = 1

NS

lb (1 +
PT pi λi

2

NSσ
2 ) + L (NS -∑

i = 1

NS

pi ) (27)

对式(27)求偏导，并令Z(λi，pi)=0得

pi = μ -
NSσ

2

PTλ
2
i

(28)

由功率的非负性可知，每个数据流的最优功率

分配为

p∗i = ( μ -
NSσ

2

PTλ
2
i )+

(29)

其中，(·)+=max{·,0}，μ为注水面，如式(30)所示。

μ =

PT +∑
i = 1

NS NSσ
2

PTλi
2

NS

(30)

此外，对于任何给定的h，最优gNB波束成形

矩阵可参考文献[29]，如式(31)所示。

F * = VΓ
1
2 (31)

其中，Γ=diag ([p1, p2, … , pNS
])，且 Γ ∈ CNS × NS，pi

为基站分配给第 i个数据流的功率。因此，后续章

节本文重点关注最优RIS相移矩阵v的求解。

显然，从式(26)~式(31)的分析可看出，λi与 v

的隐含关系以及 v自身的单位模约束使得分解后的

2个子问题依旧难以求解。但观察式(26)发现，中

断概率的最小值随 λi的增加而减小，这为本文有效

而合理地寻找问题P2的最优解提供了新的方向。

由于λi
2是有效信道hHh的第 i个特征值，因此有

∑
i = 1

NS

λ2
i = Tr ( )hHh (32)

arg max
v
∑
i = 1

NS

λ2
i = arg max

v
Tr (hHh) =

arg max
v

lb
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1 + Tr ( PT

NSσ
2

hHh)ùûúúúúúú (33)

因此，优化问题P2可转化为

P3: max
v

   lb
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1 + Tr ( PT

NSσ
2

hHh)ùûúúúúúú
         s.t.    ∑

i = 1

NS

pi = NS

                  Θ = βm,ndiag (v∗ )
                   | v (i ) | = 1,∀n ∈ {1,⋯,MR NR} (34)
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由式(34)可知，奇异值不能根据h以显式的形

式表示。因此，本文进一步根据毫米波信道的结构

特性进行有效信道的奇异值分解近似。

根据式(2)和式(3)的描述，假设复信道增益 α1

≥α2≥…≥αM，β1≥β2≥…≥βN，则有效信道 h 可以表

示为

h = HRMΘHgR =

∑
i = 1

N

βi a (φRM_A,θRM_A,MR,NR )aH(φRM_D,θRM_D,MM,NM )Θ∑
j = 1

M

αj a (φgR_A,θgR_A,MR,NR )aH(φgR_D,θgR_D,Mg,Ng ) =

∑
i = 1

N ∑
j = 1

M

βiαj a (φRM_A,θRM_A,MR,NR )                               
aH( )φRM_D,θRM_D,MM,NM Θa ( )φgR_A,θgR_A,MR,NR

gi,j

aH(φgR_D,θgR_D,Mg,Ng ) =

∑
i = 1

N ∑
j = 1

M

βiαj gi,ja ( )φRM_A,θRM_A,MR,NR aH( )φgR_D,θgR_D,Mg,Ng = ZR DZ H
g   (35)

其中，D是一个N×M矩阵。

令D (i, j ) = βiαj gij，且将gij定义为

gij=aH(φRM_D,θRM_D,MM,NM )Θa (φgR_A,θgR_A,MR,NR )=
vH

                                
é
ë

ù
ûa*( )φRM_D,θRM_D,MM,NM ∘a ( )φgR_A,θgR_A,MR,NR

ϒ ij

(36)

其中，∘表示哈达玛积，gij表示gNB-RIS-MRN级联

信道的被动波束成形增益，级联信道的复合路径由

gNB-RIS 的第 j 条路径和 RIS-MRN 的第 i 条路径

组成。

式(35)中，ZR和Zg分别定义为

ZR =

é

ë

ê

ê

ê

êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úa ( )φRM_A( )1 ,   θRM_A( )1 , MR,NR

                          ⋮
a ( )φRM_A( )N ,θRM_A( )N ,MR,NR

T

(37)

Zg =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úaH( )φgR_D( )1   ,θgR_D( )1 ,Mg,Ng

                          ⋮
aH( )φgR_D( )M ,θgR_D( )M ,Mg,Ng

T

(38)

根据均匀线性阵列的可扩展性和 UPA 的渐

近正交性，RIS-MIMO 系统中收发天线数目足够

大（Mx×Nx≥64）时，ZR和 Zg可被视为标准正交矩

阵[30]。

在 RIS-MIMO 系统中，固定发射天线单元和

RIS单元后，可适当地设计相移向量 v，使得D的

非对角线元素相对于对脚线元素足够小，则 h =

ZM DZ H
g 可被视为SVD的近似[29]。

根据上述分析，优化问题P3可转换为

Ρ4: min
v

   Pr
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

i = 1

NS

lb (1 +
PT

NSσ
2 | D (i,i ) |2 ) < Rth

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

         s.t.   D (i,i ) = αi βi gii,∀i ∈ {1,⋯,NS}
                  gii = vHϒ ii

                 | gij | = | vHϒ ij | ≺ ξ, ∀i ≠ j

                 | v (i ) | = 1,∀n ∈ {1,⋯,MR NR}  (39)

其中，ξ为一个预设的极小正值，目的是确保将D

近似为一个满足SVD的非平方对角矩阵。

针对问题P4，当RIS单元数目足够大（MR×NR

≥64）时，D的非对角元素约束项可以忽略以至于

不会影响求解最优RIS相移[31]。因此，根据D(i,i)=

αiβiv
Hϒ ii以及式(36)和式(39)，中断概率的最小化问

题最终被转换为

Ρ5: max
v

    ∑
i = 1

NS

lb é
ë
1 + aiv

Hϒ ii(ϒ ii )H
vù
û

         s.t.    ai =
PT

NSσ
2
n

|αi βi |
2

                    v = [e
jθm,n ]H

, m = 1,⋯,MR,n = 1,⋯, NR (40)

针对优化问题 P5中存在非凸单位模约束，本

文提出了一种基于复圆流形（CCM, complex circle 

manifold）的优化算法，该算法相比半定松弛

（SDR, semidefinite relaxation）、块坐标下降（BCD, 

block coordinate descent）以及惩罚性凹凸法（PCCP, 

penalty convex-concave procedure）等具有更低的复

杂度和更快的收敛性能[32]。

3.3　基于CCM的优化问题求解

式(40)中的单位模约束可看作MR×NR个复圆 S

的乘积，表示为

         S × S × ⋯ × S
MR × NR

(41)

··35



通 信 学 报 第 45 卷 

一个复圆S可表示为

S = {u ∈ CMR × NR:uHu = 1} (42)

复圆流形的定义为

W = SMR × NR =

{v ∈ CMR × NR:| vi | = 1,i = 1,2,⋯,MR × NR} (43)

复圆流形的切线空间表示为

Tvk
W = {z ∈ CMR × NR:ℜ{z ∘ (vk ) *} = 0} (44)

其中，切线空间Tvk
W是由点 vk与W相切的所有向

量组成的集合。

对于复圆流形，本文的目标函数为

f (v ) = -∑
i = 1

NS

lb ( )1 + aiv
Hϒ ii( )ϒ ii H

v (45)

目标函数在点 vk处的欧氏梯度∇f ( )vk 和黎曼梯

度grad f(vk)分别为

∇f (vk ) = -∑
i = 1

NS 1
ln 2

 
2aiϒ

ii( )ϒ ii H
vk

1 + aiv
H
kϒ

ii( )ϒ ii H
vk

(46)

grad f (vk ) = ProjTvk
W(∇ f (vk ) ) =

∇ f (vk ) - ℜ{∇ f (vk )° (vk ) *}°vk (47)

其中，Proj(·)表示正交投影算子。

在确定搜索方向时，采用全局收敛性较好的加

速黎曼共轭梯度（ARCG, accelerated riemann con‐

jugate gradient）算法，即当前搜索方向不仅与最速

下降方向有关，还与上一个搜索方向有关，即

ηk = -grad f (vk ) + βkη
+
k - 1 (48)

其中，βk为黎曼共轭梯度的更新参数。

在确定黎曼梯度及搜索方向后，使用步长ωk

来更新vk，即

v̄k = vk - 1 + ωkηk (49)

其中，ωk>0，是由Armijo线搜索条件决定的[33]。

需要注意的是，此时点 v̄k 和 vk - 1 处的切向量

由于不属于同一个子空间而不能直接叠加。因此，

需要借助向量迁移将 v̄k 映射回复圆流形W [33]，

即

η+
k - 1 = Transpvk ← v̄k

(ηk - 1 ) (50)

其中，Transp表示向量迁移，被定义为[33]

vk + 1 = v̄k ∘ 1

|| v̄k

(51)

实际上，式(48)中参数 βk的选择会显著影响算

法性能，文献 [34]给出了一系列基于 Hestenes-

Stiefel准则的βk参数确定方法，然而该准则无法避

免βk为负值的情况，因此本节提出如下的共轭参数

更新策略。

βk = max (0,
gk + 1 - g +

k ,pk + 1

gk + 1 - g +
k ,η+

k ) (52)

其中，gk=grad f(vk)，pk+1=Preconf(vk+1)[gk+1]表示预条

件迭代变量，用于算法加速收敛[34]。Preconf(x)算

子在黎曼度量下是对称且正定的，由于黎曼几何的

基本概念（如黎曼结构、收缩、测地线以及正交映

射等）与目标函数不相关，但预条件过程却与目标

函数相关。因此，在仿真中，该算子被认为是

(Hess f(x))-1的近似。

通过式(52)可以修正Hestenes-Stiefel准则，即

当算法中的 βk为负值时，将其置为 0，进而变为黎

曼最速下降法进行求解，以防止搜索方向出现紊

乱。详细的复圆流形优化以及黎曼共轭梯度算法的

全局收敛特性分析参考文献[35]。

本文所提ARCG算法如算法1所示。具体过程

是通过预条件迭代变量，即操作切线空间Tvk
W来

实现[34]。

算法1 ARCG 算法（用于求解式(40)中的v）

1) 给定一个初始点v0∈W
2) 初始化：g0, p0, η0=- p0

3) for k=0,1,···do

4)   if ( gk,ηk ) ≥ 0

5)      ηk=- pk

6)   end if

7) 根据修正的 Armijo 后搜索算法[33]得到步

长ωk

8) 通过式(49)获得新的迭代变量vk+1

9) 通过式(47)计算新的黎曼梯度并令 gk+1=grad 

f (v k+1)

10) 基于式(45)和式(47)更新预条件p k+1=Precon 

f (v k+1) [g k+1]

11) 将搜索算子和gk变量映射回复圆流形

η+
k - 1 = Transpvk← v̄k

(ηk - 1 )
g +

k - 1 = Transpvk← v̄k
(gk - 1 )

12) 根据式(52)更新共轭梯度参数βk

13) 根据预条件及式(48)和式(50)更新搜索方向ηk

14) k=k+1

15) end for

基于CCM优化算法求解3.1节提出的中断概率
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最小化问题，具体步骤如算法2所示。

算法2 基于CCM的RIS辅助主被动波束成形

设计

输入 PT，MgNg，MRNR，MMNM，NS，σ2

输出 F*，v*

1) 初始化v0，迭代次数kmax，阈值 ε

2) 计算基于位置的 gNB-RIS、RIS-MRN 之间

的角度信息

3) 通过式(2)~式(6)计算信道矩阵HgR和HRM

4) while (k ≤ kmax)

5) 通过算法1解决式(40)得到最优解vk

6)    if (△△f(vk)> ε)

7)    else break

8)    end if

9) end while

10) 获得最优解v*=vk+1

11) 通过式(31)得到F*

3.4　复杂度分析

本节将本文所提算法与RIS辅助MIMO系统开

发的一些稳健算法进行对比。但是这些算法不是专

门为具有主被动波束成形的毫米波高速铁路系统设

计的，所以将这些算法应用到本文的问题中需要一

个转变的过程。

由3.2节和3.3节可知，本文所提算法主要由两

部分组成：第一部分为对有效信道进行 SVD，复

杂度为 O(MgNgMMNMmin(MgNg, MMNM))；第二部

分为利用加速黎曼共轭梯度法求解问题P5中相位 v

的计算复杂度，即 O(MRNRk)，其中，k 表示达到

收敛的迭代次数。因此，整个算法的复杂度为

O(MgNgMMNMmin(MgNg， MMNM)) +O(MRNRk)。 由

文献[10]可知，SDR算法的复杂度为O((MRNR+1)6k)，

用BCD解决本文所提问题的复杂度为O((MgNg)
3+k

(MgNg)
2+k2MgNg)

[36]，PCCP算法的复杂度为O((k+

1)0.5k(k+1)2(MgNg)
4.5+k3(MgNg)

3.5)+O(MgNg)
3[37]。从

上述分析可知，本文所提基于CCM的优化算法在

求解RIS相位优化问题时具有更低的复杂度。

4　数值结果和结论

本节给出了仿真结果，以验证所提CCM优化

算法在系统鲁棒性方面的优势。考虑存在遮挡的典

型 5G毫米波高速铁路无线传输场景，假设在一个

基站覆盖区内，列车速度保持不变，则路径损耗可

表示为

PL (dx ) = PL (d0 ) + 10n log ( dx

d0 ) + Xσ (53)

其中，PL(d0)表示截距，dx表示收发端距离，n为路

径损耗指数，Xσ为阴影衰落且服从均值为0的高斯

随机分布。

由列车高速运行引起的MRN处多普勒频移虽

影响信号接收，但在铁路无线传输场景下，列车方

向确定、轨道规则和列车沿固定轨道重复运动，导

致多普勒效应具有规律性、重复性和可预测性[23]。

因此，本文将在后文仿真时对MRN处的多普勒频

移进行最大补偿，最大多普勒频移表示为[38]

fmax =
fcvmax

c
(54)

其中，vmax为最高列车速度，c为光速。具体仿真参

数如表1所示[37,39]。

假设RIS具有理想相移模型，即βm,n=1，|θm,n|
2=

1[21]。结合表1，设gNB坐标为(0,-100,30)，RIS坐

标为(150,-30,30)，MRN坐标为(xM,0,3.5)。

图 4 给出了当 xR=150 m 时，入射信号到达

MRN的方位角和俯仰角随列车真实位置的变化关

系。从图4中可看出，在整个基站覆盖区内，列车

接收到RIS入射信号的方位角最小值为 15.06°，俯

仰角最小值为 10.009 8°。5G-R标准对信号入射方

位角和俯仰角的要求分别为大于 15°和 4.5°[28]，由

图4及具体数据可知，在上述相关系统参数下，列

车运行在整个基站覆盖区内时，均能达到规定的入

射信号角度指标要求，进一步验证了本文所设基站

场景参数的可靠性。

  表1　 仿真参数

参数

中心频率 fc/GHz

带宽B/MHz

最高列车速度vmax/(m·s-1)

噪声功率谱密度N0/(dBm·Hz-1)

基站高度 zg/m

基站覆盖半径R/m

基站天线数目Mg×Ng /个

智能超表面高度 zR /m

移动中继高度 zM /m

移动中继天线数目MM×NM /个

中断阈值Rth/(Mbit·s-1)

数值

32

500

70

-174

30

300

8×8

30

3.5

8×8

100
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由式(18)可知，角度估计误差的方差σ2
x- RM_D与

RIS-MRN 的 距 离 DRM、 RIS-MRN 的 有 效 AOD 

φx- RM_D以及有界球面误差区间长度 r有关。图5给出

了当 xR=150 m时，角度估计误差的统计特性。从

图 5中可看出，当 r分别为 10 m、20 m和 30 m时，

角度估计误差的方差均受到了DRM和φx- RM_D的影响，

且DRM对角度估计误差的方差影响较大。

所提CCM优化算法与 SDR、BCD和 PCCP算

法在解决RIS相位优化问题时的收敛性能对比如图6

所示。从图 6中可看出，CCM优化算法和BCD算

法在 10步以内均可达到最大目标函数值，CCM算

法收敛速度最快，而PCCP算法和SDR算法的收敛

速度较慢。此外，还可以看出，随着RIS单元数目

和基站发射功率的增大，CCM算法的收敛性能随

之增强。这是因为RIS单元数目的增加带来了更多

的空间自由度，而基站发射功率的增大直接导致

接收端接收信号强度的增大，两者都会加快算法

的收敛性能。

不同位置处MRN接收信号强度随列车真实位

置的变化关系如图 7所示。从图 7可以看出，RIS

的加入能够明显改善列车的接收信号强度。当RIS

设置为最优相移时，MRN接收信号强度受收发端

距离的约束较小，具体表现为，随着MRN与 gNB

之间距离的增大，对比无RIS系统和RIS随机相位

调节的系统，RSRP曲线整体上变化较为平缓。这

表明，RIS辅助的高铁中继通信系统可在一定程度

上抑制路径损耗、穿透损耗以及多普勒频移等对接

收端接收信号的影响。此外，还可以看出，RIS单元

数目越多，MRN处的接收信号越强，这与文献[40]

的结果一致。在同一RIS单元数目下，gNB发射功

率越大，MRN处的接收信号也越强。此外，随着

MRN的运动，在150 m前后，最优相移下MRN的

RSRP曲线出现局部波动，这是因为列车靠近RIS

时DRM值急剧减小，列车位置估计误差变得更大，

这与第2节的分析结果一致。

图8分别对比了中断概率阈值Rth=100 Mbit/s时，

RIS单元数目MR×NR、gNB发射功率PT以及有界球

面误差区间长度 r 的不同取值与系统中断概率的

关系。

从图8(a)中可看出，在MR×NR和PT固定不变的

图5　xR=150 m时，角度估计误差的统计特性

图7　不同位置处MRN的接收信号强度随列车真实位置的变化关系

图4　xR=150 m时，入射信号到达MRN的方位角和俯仰角随

列车真实位置的变化关系

图6　算法收敛性能对比
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情况下，r越小，MRN定位误差越小，中断概率

也随之降低。当位置误差△xM趋于0时，中断概率

由于角度估计误差的消失而收敛到一个性能下限。

从图 8(b)中可看出，在PT和 r固定不变的情况

下，随着 RIS 单元数目的增加，中断概率随之降

低。当RIS单元数目MR×NR=128时，基站覆盖区内

平均中断概率约为 1.89×10-6，已达到 5G无线通信

系统的可靠性为99.999%的指标要求[41]。此外，当

MR×NR=256时，系统中断性能已趋近定位误差为 0

的性能下限。

从图 8(c)中可看出，在MR×NR和 r固定不变的

情况下，随着 gNB发射功率的增大，中断概率逐

渐降低。当PT设置为 52 dBm时，基站覆盖区内平

均中断概率约为 4.21×10-6，满足 5G无线通信系统

的可靠性为99.999%的指标要求[41]，此时，系统中

断性能已趋近定位误差为0的性能下限。

从图8(a)~图8(c)中还可以看出，最优相位调节

的RIS-MIMO系统中断性能明显优于无RIS系统和

RIS随机相位调节的系统。

当 MR×NR=64、PT=43 dBm 和 r=10 m 时，不同

算法的中断概率性能对比如图 9所示。从图 9中可

以看出，随着列车与基站间距离的增大，4种算法

的中断性能均显示出不同程度的改善。本文算法略

优于对比文献中的BCD、PCCP和SDR算法，这是

因为流形优化可以直接将非凸问题映射到流行中求

解，避免了受非凸RIS元素模量的约束。此外，本

文所提ARCG算法的低复杂度使其能够快速捕获列

车位置并计算误差补偿，从而获取更准确的RIS最

优相移。

图10分别对比了RIS单元数目MR×NR、gNB发

射功率PT以及列车有界球面误差区间长度 r的不同

取值与信道容量的关系。

从图10(a)中可看出，当PT不变时，RIS-MIMO

信道容量随RIS单元数目的增加而增大，且随着有

界球面误差区间长度的增大，MRN定位误差逐渐

增大，信道容量随之降低。

从图 10(b)中可看出，当 MR×NR不变时，RIS-

MIMO 信道容量随 gNB 发射功率的增大而增大，

且随着有界球面误差区间长度的增大，MRN定位

误差随之增大，信道容量随之降低。此外，随机相

位调节下的信道容量性能虽优于无RIS系统，但由

于其RIS相位是一组随机值而非最优相移，信道容

量曲线容易出现波动。

图8　关键参数不同取值与系统中断概率的关系

图9　不同算法的中断概率性能对比
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观察图 10(a)和图 10(b)还发现，在固定RIS单

元数目和 gNB发射功率的情况下，当位置误差趋

于0时，信道容量由于角度估计误差的消失而收敛

到一个性能上限，且在不同系统参数设置下，最优

相位调节的信道容量性能均优于无RIS系统和RIS

随机相位调节的系统。此外，各信道容量曲线最后

都趋于饱和，这可能是基站、用户间干扰和泄漏功

率等因素的共同作用。

当 PT=43 dBm 和 r=10 m 时，不同算法的信道

容量对比如图 11所示。从图 11中可以看出，随着

RIS单元数目的增加，4种算法的信道容量均显示

出不同程度的改善。本文算法略优于对比文献中的

BCD、PCCP和SDR算法。这是因为ARCG算法的

切线空间W随着RIS单元数目的增加而扩大，从而

将更多的集合元素带入切线空间，使其能够找到更

优的RIS相移。此外，本文算法的信道容量也明显

高于无RIS系统和RIS随机相位调节系统，这验证

了在高铁通信系统中部署RIS的有效性。

图12对比了MRN中断概率在不同参数设置下

的累积分布函数（CDF, cumulative distribution func‐

tion）曲线。图 12(a)为在相同的 gNB 发射功率、

RIS单元数目和有界球面误差区间长度设置下，无

RIS系统和RIS最优相位调节系统在不同中断阈值

下的中断概率分布。对比发现，无论系统是否配

备 RIS，较高的中断阈值都会导致更大的中断

概率。

图10　关键参数不同取值与信道容量的关系

图12　中断概率在不同参数设置下的CDF曲线

图11　不同算法的信道容量对比
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图 12(b)描述了RIS单元数目和 gNB发射功率

与中断性能的关系。采用控制变量法对比图 12(b)

中的相关曲线，可发现增大RIS单元数目和gNB发

射功率均有助于降低中断概率，提升系统性能。图12

也进一步验证了本文所提基于列车先验信息的RIS-

MIMO系统的中断性能。

5　结束语

本文提出了一种基于列车先验信息的 RIS-

MIMO 系统鲁棒波束成形算法，利用不完全的

GNSS 列车定位信息，估计并得到了 RIS-MRN 之

间LOS路径角度估计误差的统计特性。基于估计

的角度信息，给出了高铁RIS-MIMO通信系统下行

链路中以信道容量作为判决的中断概率表达式，提

出了基于加速共轭梯度下降的复圆流形优化算法，

能够高效解决建立的中断概率最小化问题。仿真结

果表明，本文所提算法在处理RIS-MIMO非凸优化

问题时，具有较快的收敛速度和较低的复杂度；对

比无RIS系统和RIS随机相位调节下的系统，当重

叠区内采用最优相位调节的RIS辅助波束成形算法

时，MRN的接收信号质量明显提升，通信中断概

率显著降低。此外，仿真还揭示了gNB发射功率、

RIS单元数目、有界球面误差区间长度等关键参数

对系统中断性能的影响。在未来工作中，将研究面

向复杂高铁场景的RIS辅助稳健波束成形，以保证

更高的服务质量要求。

附录1 关于式(15)的证明

RIS-MRN之间信号的有效AOD还可以表示为［26］

φx - RM_D =
( )xR - xM π

DRM

(55)

则基于估计位置的 φ̂x - RM_D进一步表示为

φ̂x - RM_D =
( )xR - x̂M π

D̂RM

(56)

结合式(56)，式(55)可以写为

φx - RM_D =
D̂RM

DRM

φ̂x - RM_D -
πΔxM

DRM

(57)

其中，DRM可由式(13)以相同的形式给出，△xM为MRN的定

位误差。

利用泰勒公式，将式(57)中的距离比因子改写为

D̂RM

DRM

= (1 + Ω )
-

1
2 (58)

其中，

Ω =
ΔxM

2 + ΔyM
2 + ΔzM

2

D̂RM
2

-

2
φ̂x - RM_DΔxM + φ̂x - RM_DΔyM + φ̂x - RM_DΔzM

D̂RM

(59)

由于列车在轨运行且不考虑地形起伏，则式(59)中沿 y

轴和 z轴的误差可视为0，因此，式(59)可近似为

Ω ≈ -2
φ̂x - RM_DΔxM

D̂RM

(60)

对式(58)使用泰勒公式展开，并令Ω=0得

D̂RM

DRM

= 1 -
Ω
2

(61)

将式(61)代入式(57)得

φx - RM_D = (1 -
Ω
2 ) φ̂x - RM_D - (1 -

Ω
2 ) πΔxM

D̂RM

≈
φ̂x - RM_D + ζx - RM_D (62)

其中，沿x轴的角度估计误差 ζx-RM_D为

ζx - RM_D = -
Ω
2
φ̂x - RM_D -

πΔxM

D̂RM

=

( φ̂2
x - RM_D - π )ΔxM

D̂RM

(63)

证毕。

附录2 关于式(16)~式(18)的证明

角度估计误差 ζx-RM_D的累积分布函数为

Fζx - RM_D
( x ) = P (ζx - RM_D < x ) = P (ΚΔx - x < 0) (64)

其中，K为

Κ =
φ̂2

x - RM_D - π

D̂RM

(65)

本文中已假设MRN定位误差均匀分布在厚度为 r1-r2和

球心坐标为(0,0,0)的两球体之间，则△xM∈[0, r]，由几何关

系可知以下条件成立。

Case1(K>0)

F (1)
ζx - RM_D

( x ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x

K ( )r1 - r2

,  0 ≤ x < K ( )r1 - r2

1       ,  x > K ( )r1 - r2

0      ,  x < 0

(66)

Case2(K<0)

F (2)
ζx - RM_D

( x) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

1         ,  x > 0

1 -
x

K ( )r1 - r2

, -K ( )r1 - r2 ≤ x < 0

0        , x < -K ( )r1 - r2

  (67)

对应的概率密度函数如下。

Case1(K>0)
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f (1)
ζx - RM_D

( x ) =
∂F (1)

ζx - RM_D
( x )

∂x =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

1

K ( )r1 - r2

, 0 ≤ x < K ( )r1 - r2

0                        , x < 0或x > K ( )r1 - r2

(68)

Case2(K<0)

f (2)
ζx - RM_D

( x ) =
∂F (2)

ζx - RM_D
( x )

∂x =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

0       , x > 0或x < -K ( )r1 - r2

-1

K ( )r1 - r2

, -K ( )r1 - r2 ≤ x < 0
(69)

综上可知，x∈[-K(r1-r2), K(r1-r2)]的概率密度函数可写为

  fζx - RM_D
( x ) =

1

|K|( )r1 - r2

,-K (r1 - r2 ) ≤ x < K (r1 - r2 ) (70)

基于上述概率密度函数，可得出 ζx- RM_D的均值和方差。

证毕。
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